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摘要: 采用稀疏分量分析方法, 研究了基于稀疏表示的欠定混叠盲信号分离的可恢复性, 给出了在 l2范数下, 源信

号可恢复的充分必要条件,并进一步讨论了 l2范数解对噪声的鲁棒性.
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  近些年,稀疏分量分析受到有关学者的极大关

注,而欠定混叠盲信号分离 (即源信号的数目多于

观测信号的数目 )算法便是其一个重要的应用. 目

前,人们通常用独立分量分析 ( ICA )来处理盲信号

分离问题 ( BSS) ,然而在混叠矩阵是欠定的情况下,

ICA一般不能恢复出所有的源信号
[ 1- 4 ]

. 基于稀疏

表示的盲信号分离能处理 ICA算法很难处理的两种

情况: 1) 源信号非统计独立; 2) 混叠矩阵是欠定的

情形.事实上,一些基于稀疏表示的盲信号分离算法

已被广泛应用在盲信号分离问题中, 如最大后验概

率法
[ 5]
、最大似然估计法

[ 6 ]
以及分别估计混叠矩阵

和源信号的二阶段方法等. 另外对于加噪情形下的

稀疏信号
[ 7- 9]
的性质也有了一定的研究.

人们普遍关注此类问题算法的实现, 即找到一

个有效的算法可以恢复出源信号; 而对源信号的可

恢复性,即恢复的信号是否就是真正的源信号,或者

在怎样的条件下恢复的信号就是源信号等问题论述

不多. L i和他的同事们在研究算法的同时运用概率

知识对源信号的恢复性作了一些论述
[ 7, 10]

.

文献 [ 7]中分析了基于稀疏表示的欠定盲信号

分离问题的二阶段法 ( clustering- then-l
1
-optim ization

approach) ,讨论了 l
1
范数解的唯一性及对噪声的鲁

棒性, 并进一步运用概率的知识分析了 l
1
范数解与

l
0
范数解的等价性. 在文献 [ 10]中, L i和他的同事

们扩展了文献 [ 11]、[ 12]的结论, 得到了单个源向

量 s( k )可恢复的充要条件, 并且运用此充要条件进

一步证明了几个与恢复性相关的不等式,这些不等

式都是描述源信号 s( k )的非零元的数目、观测信号

的数目以及源信号的数目与恢复性的关系的.

文献 [ 10]中给出了 l
1
范数解可恢复的充要条

件,可是限制条件非常繁琐.不但要确定真实解非零

元的个数 (对其稀疏性有很高的要求 ) , 而且还要知

道非零元取值正负的标号集以及其它约束条件. 虽

然可以转化成标准线性规划问题来解决, 但是要实

现仍然很难.本文将大大简化约束条件, 给出 l
2
范

数解可恢复的充要条件, 并且讨论 l
2
范数解对噪声

的鲁棒性.

1 问题的描述

考虑欠定混叠盲信号分离的无噪模型和加噪模

型:

X = AS, ( 1)

X = AS + V. ( 2)

其中 X I R
n @K
是观测信号矩阵, A I R

n @m
和 S I

R
m @K
分别是混叠矩阵和源信号矩阵, VI R

n @K
是噪

声矩阵且 n <m.

2 l2范数解与真实解相等的充要条件

盲信号分离问题就是只使用观测信号矩阵 X

来恢复源信号.在传统的两阶段方法中, 混叠矩阵 A

在第一阶段被恢复, 第二阶段通过解决 K 个优化问

题来估计源信号 S:

m inE
m

i= 1
sj ( j) ,

s. .t A s( k ) = x ( j ).

( 3)

其中 j= 1, 2, ,, K.

从文献 [ 7]中,得出这样一个结论:即当源信号

是充分稀疏时, 源信号就能以一个较高的概率被充

分恢复出来, 显然对源信号的稀疏性要求非常高. 本

文通过优化问题 ( 4)来估计源信号 S:



m in s
2
,

s. .t As( j ) = x ( j ).
( 4)

其中 j= 1, 2, ,, K.

为简化问题,用优化问题 ( 5)来代替 ( 4)进一步

进行讨论.

(P 2 )  
m in s

2
,

s. .t As = x
*
.
( 5)

其中 As
*

= x
*
, s

* I Rm是真实的解向量.并设 s2是

(P2 )问题的解向量.

定理 1 s
*

= s2当且仅当对任何满足 AD= 0和

D 2 = 1的 D, 式 (6)都成立.

E
m

i= 1
Di s

*
i = 0. ( 6)

  证明

必要性:假设 s
*

= s2,即 s
*

2是 (P 2 )问题的最

优解. 取一个充分小的, t有

s
*
+ tD

2
2 = E
m

i= 1
( s

*
i + tDi )

2
=

E
m

i= 1
s
* 2
i + 2tE

m

i= 1
s
*
i Di + t

2 E
m

i= 1
D

2
i =

s
* 2

2 + 2tE
m

i= 1

s
*
i Di + t

2
D

2
2 > s

* 2
2.

所以有

2tE
m

i= 1

s
*
i Di + t

2
D

2
2 > 0. ( 7)

由 D 2 = 1, t充分小以及式 ( 7),有 E
m

i= 1
Di s

*

i = 0. 必

要性得证.

充分性:假设 s是 (P 2 )问题的一个可行解, 则 s

可被表示成

s = s
*
+ t

*
D. ( 8)

其中, D=
s- s

*

s
*

- s 2

, t
*

= s
*

- s 2.

可容易得到 D满足方程 AD= 0, D 2 = 1由定

理的条件,有 E
m

i= 1

Di s
*
i = 0.而且

s
*
+ tD

2
2
= E
m

i= 1

( s
*
i + tDi )

2
=

E
m

i= 1

s
* 2

i + 2tE
m

i= 1

s
*
i Di + t

2 E
m

i= 1

D
2
i =

s
* 2

2 + 2tE
m

i= 1

s
*
i Di + t

2
D

2
2 \ s

* 2
2.

( 9)

当 t= 0(即 s
*

= s)时,式 ( 9)最后一步的等号成立.

因此对满足 (P 2 )问题的所有可行解, 都有

s
2
2 \ s

* 2
2. ( 10)

且当 s
*

= s时等号成立. 因此有 s
*

= s2, 充分性得

证.

在上面的定理 1中, 若假设 s
*
是 l

0
范数解 (即

最稀疏的解 )就可得到 l
0
范数解与 l

2
范数解等价的

充要条件.

3 l2范数解在加噪情况下的鲁棒性

下面考虑优化问题 (P 2 )的加噪情形, 据此分析

证明 l
2
范数解对噪声的鲁棒性.

重述下面的加噪模型:

(Pc2 )  
m in s

2
.

s. .t As + v = x

其中 vI Rn是一个噪声向量.

对于给定的混叠矩阵 A和观测信号 x, 令 s
v
2为

优化问题 (Pc2 )的解向量. 文献 [ 7]中, Li和他的同

事们已经讨论了 l
0
范数解和 l

1
范数解对噪声的鲁

棒性.根据他们的讨论, 得到 l
1
范数解对噪声具有

鲁棒性而 l
0
范数解对噪声不具有鲁棒性.

现在, 分析 (P 2 )问题的解对噪声的鲁棒性. 根

据文献 [ 7]中的定理 1有 s2 0 [ n, 为简化只考虑

s2 0 < n的情形.

定理 2 s
v

2 - s2 2 [ M v 2, 其中 s
v
2, s2分别是

优化问题 (Pc2 )和 (P2 )的解.

证明  令 s2 0 = l< n,假设 (P2 )问题的解 s2的

非零元的指标集为 ( i1, i2, ,, il ), 矩阵 A l 由矩阵 A

的指标集为 ( i1, i2, ,, il )的所有 l个列向量组成, l

维向量 sl由向量 s2所有非零元组成.因此,有

x = A l sl. ( 11)

考虑已知方程

x = A l s
v
+ v, ( 12)

有

s
v
= A
+

l x - A
l

lv. ( 13)

其中 A
+

= (A
T
A )

- 1
A

T
.

因此

s
v

2 = A
+

l X - A
+

l v 2 [ A +l x 2 + A
+

l v 2 [

sl 2 + A
+

l 2 v 2. ( 14)

  定义

A = m in
�A
{ s 2 - s2 2, x = A s, A X A l },

( 15)

其中 A是 A的一个 n @ l维子矩阵.
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  由于除了子矩阵 A l外矩阵 A有 C
l

m - 1个 l维

子矩阵以及 (P 2 )问题的解 s2以概率 1是唯一的, 得

到 A以概率 1大于零.

而且考虑已知方程

x = As
v
+ v. ( 16)

有

s
v
= A
+
x - A
+
v. ( 17)

由方程 ( 17)、( 15)和 ( 14),有

s
v

2
\ A + x 2
- A
+
v 2

\ s 2
- A
+

2 v 2
\

( s2 2
+ A) - A

+

2 v 2
\ ( sl 2
+ A) -

A
+

2 v 2
\ ( sv 2
- A
+

2 v 2
+ A) -

A
+

2 v 2
= s

v
2
+ A- 2M v 2

. ( 18)

其中M = m ax
�A
{ A

+

2 }, A是矩阵 A的一个 n @ l维

子阵.

由式 (18)知, 如果 v 2 <
A

2M
, 则有 s

v
2 > s

v
2

即 s
v
= s

v
2,其中 s

v
2由向量 s

v
2的所有非零元组成, 这

就意味着 s
v
2与 s2具有相同的非零元指标集.

由方程 ( 13)和 (11),有

s
v
- sl 2
= A
+

l - A
+

l v - A
+

l x 2
=

- A
+

l v 2
[ A
+

l 2 v 2
[ M v 2
.

也就是

M v 2 \ s
v
- sl 2 = s

v
2 - sl 2 = s

v
2 - s2 2.

s2 0 = n的情况同理可证.

从上面的分析得到 ( P2 )问题的解对噪声具有

鲁棒性,因此得到下面的结论: (P 2 )问题的解对噪

声具有或者至少在一定程度上具有鲁棒性.

虽然 l
0
范数解是最稀疏的,但是却不容易通过

最小化 l
0
范数来得到.原因有: 1)如果 l

0
范数解的

非零元的个数是 n, 那么其解一般是不唯一的; 2)到

目前为止没有有效的可以求解 l
0
范数解的方法; 3)

l
0
范数解对噪声不具有鲁棒性. 而 l

2
范数解在这些

方面明显优势于 l
0
范数解.

4 结论

本文讨论了基于稀疏表示的欠定盲信号分离两

阶段算法的恢复性问题,在混叠矩阵已知的情况下,

分析 l
2
范数解可恢复的充要条件, 虽然实现起来不

是很方便,但却简化了问题的约束条件.据本文论证

l
2
范数解对噪声具有或者在一定程度上具有鲁棒

性,故在求解最稀疏解时最小化 l
2
范数也不失为一

个好的方法.

参考文献:

[ 1] Er iksson J, Ko ivunen V. Identifiab ility and separab ility of

linear ICA m odels rev isited[ C ] M P roceeding o f Fourth In-

ternationa l Sym pos ium on Independent Com ponent Analysis

and B lind S ignal Separation. Japan, N ara, 2003.

[ 2] Dav iesM. Iden tifiab ility issues in no isy ICA [ J]. IEEE S ig

P roc Letters, 2004, 11( 5): 470-474.

[ 3] Ca rdo so J-F. B lind signa l separation: statistical pr inc iples

[ J] . Proc IEEE, 1998, 86( 10): 2009-2025.

[ 4] L i Y, W ang J. Sequential b lind ex traction o f linea rly m ixed

sources[ J]. IEEE Trans On S ignal Processing, 2002, 50

( 5): 997-1007.

[ 5] Z ibulevskyM, Pearlm utte r B A. B lind source separation by

spa rse decom pos ition in a signa l d ictionary [ J]. Neura l

Com puta tion, 2001, 13( 4): 863-882.

[ 6] Lee T W. B lind source separation o f mo re sources than

m ix tures using overcom plete represen tation[ J] . IEEE S ig-

na l P rocessing Le tter, 1999, 6( 4) : 87-90.

[ 7] L i Yuan-q ing, Andrze j C ichock,i Shun- ich iAm ar.i Analy-

sis of sparse representa tion and b lind source separation[ J].

Neural Computation, 2004, 16: 1193-1234.

[ 8] Fuchs J J. Recovery of ex act sparse representations in the

presence o f no ise[ C ] M Proc. o f IEEE Inte rnational Confer-

ence on Acoustics, Speech, and S igna l P rocessing, Cana-

da, M ontrea,l 2004.

[ 9] Donoho D L, E lad M, Tem lyakov V N. Stable recovery of

spa rse overcom plete representations in the presence of no ise

[ J] . IEEE Transactions on Inform a tion Theory, 2006, 52

( 1): 6-18.

[ 10 ] L i Yuan-qing, Shun- Ichi Am ar.i Unde rdeterm ined blind

source separation based on sparse representation [ J ].

IEEE Transac tions on Signa,l P rocessing, 2006, 54 ( 2 ):

423-437.

[ 11] G ribonva l R, N ielsen M. Sparse representations in un ions

of bases [ J ]. IEEE Trans In fo rm Theo ry, 2003, 49

( 12): : 3320-3325.

[ 12] Donoho D L, E ladM. M ax im a l sparsity representation v ia

l1 m in im iza tion [ J ]. P ro c National Academy Science,

2003, 100: 2197-2202.

(下转第 53页 )

46   广  东  工  业  大  学  学  报    第 25卷  



温度 ? 1 e 内所需的时间 )

5 结论

家用燃气壁挂炉水温的恒温控制存在外部因素

复杂、系统的非线性及时变特性等不利条件, 很难抽

象出合理的数学模型.本文使用了模糊控制, 利用先

验的判断大大优化了系统的控制.实验表明, 该算法

大大改善了水温的收敛时间,而且精度非常高,是可

行的高效智能快速算法.
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Fast ControlA lgorithm Based on Fuzzy Control
Tan Yuan-Q iang , W ang Fu-Long , L i L ing-Li

( F aculty o f Applied M athem atics, Guangdong University of Techno logy, Guangzhou 510006, China)

Abstract: A fast control algor ithm, based on fuzzy con tro,l can be used to shorten the hea ting t im e o f dom estic gas

bo ilers. The experim ent show s that the outpu t tem perature can be restricted in an acceptable range, and that the re-

su lt o f tem perature contro l is better.
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Recoverability Analysis of Sparse B lind Source Separation

W angH ua-dan, L iu H a-i lin
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Abstract: By adopting the m ethod o f sparse com ponent analysis, it discusses the recoverab ility of underdeterm ined

blind source separat ion based on sparse representat ion. It establishes the sufficient and necessary condit ions of

source. s recoverab ility under l
2
-norm. And it further discusses the robustness of the l

2
-norm solution to addit ive

no ise.
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